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RESUMO: Neste artigo propdfiense algunhas tarefas para traballar os movementos no plano na
materia de Matematicas de 32 ESO. A actividade esta artellada en torno aos mosaicos e as teselas
basicas coas que se constrien, e contextualizada a partir das mostras que se poden atopar na
Alhambra, enlazando deste xeito cunha das competencias clave que menos se adoita traballar
nesta materia, a relacionada coa conciencia e as expresions culturais.

0 groso da actividade suxerida estd baseado na utilizacién de dous programas de xeometria
dindmica que estan dispoiiibles en lifia, son software libre, bastante doados de manexar e non
requiren de realizar rexistro ningin: Mathigon e GeoGebra.

PALABRAS CLAVE: movementos, mosaicos, geogebra, mathigon, alhambra.

1. Introducioén e xustificacion

O curriculo da Educacién Secundaria Obrigatoria (ESO)?! vertébrase a partir do perfil de saida do
alumnado ao finalizar o ensino basico. Para chegar até ai definense uns obxectivos en matematicas
cunhas lifias principais baseadas nas destrezas socioafectivas e a resolucion de problemas. Coa
presente actividade preténdese traballar, fundamentalmente, en relaciéon cos obxectivos
vinculados ao establecemento de conexidns e & comunicacién e representacion.

A normativa marca que o alcance deses obxectivos se mide a través dos criterios de avaliacién e
se leva a cabo mediante a mobilizacién dun conxunto de contidos que integran cofiecementos,
destrezas e actitudes. Ante o desefio dunha actividade como a que aqui se presenta débese, por
tanto, analizar cales destes se van pofier en marcha. No terceiro curso da ESO, no bloque 3 do
sentido espacial, aparecen contidos relacionados coa xeometria dos movementos do plano, que
deben permitir avaliar as accidéns que comporta o desempeio descrito por algins dos criterios de
avaliacion que consigna o curriculo que estdn en relacién cos obxectivos da materia (tdboa 1).

1https://www.xunta.gal/dog/Publicados/2022/20220926 /AnuncioG0655-190922-0002 gl.html
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Taboa 1. Contidos, criterios de avaliacion e obxectivos que mobiliza esta actividade.

Contidos

Figuras xeométricas de dudas e tres
dimensions.

Construcion de figuras xeométricas
con ferramentas manipulativas e

Movementos e transformacions.

Andlise de transformacions
elementais, como xiros, translaciéns
e simetrias en situacidéns diversas

Visualizacién, razoamento e
modelizacion xeométrica.

Relaciéns xeomeétricas:
investigaciéon en diversos

dixitais, como programas de
xeometria  dindmica, realidade
aumentada etc.

e/ou manipulativas.

utilizando ferramentas tecnoléxicas

sentidos (numérico, alxébrico,
analitico) e diversos campos
(arte, ciencia, vida diaria).

Crenzas, actitudes e emocions.

Fomento da curiosidade, da iniciativa, da perseveranza e
da resiliencia cara & aprendizaxe das matematicas.

Inclusidn, respecto e diversidade.

Promocidn de actitudes inclusivas e aceptacion
da diversidade presente na aula e na sociedade.

Criterios de avaliacion

Obxectivos

CA3.3. Realizar conexions entre diferentes procesos
matematicos aplicando cofiecementos e experiencias.

OBX5. Recofiecer e utilizar conexiéns entre os
diferentes elementos matematicos
interconectando conceptos e procedementos
para desenvolver unha vision das matematicas
como un todo integrado.

CA3.4. Recofiecer situacions susceptibles de ser
formuladas e resoltas mediante ferramentas e estratexias
matematicas, establecendo e aplicando conexiéns entre o
mundo real e as matemadticas e usando os procesos
inherentes 4 investigacion cientifica e matematica: inferir,
medir, comunicar, clasificar e predicir.

CA3.5. Identificar conexiéns coherentes entre as
matematicas e outras materias recofiecendo a achega das
matematicas ao progreso da humanidade.

CA6.1. Recofiecer a achega das matemdticas ao progreso
da humanidade e a stia contribucién & superaciéon dos
retos que demanda a sociedade actual.

OBX6. Identificar as matemadticas implicadas
noutras materias e en situaciéns reais
susceptibles de ser abordadas en termos
matematicos, interrelacionando conceptos e
procedementos para aplicalos en situaciéns
diversas.

CA3.6. Representar conceptos, procedementos e
resultados matematicos usando diferentes ferramentas e
valorando a sda utilidade para compartir informacion.

OBX7. Representar, de forma individual e
colectiva, conceptos, procedementos,
informacidn e resultados matematicos usando
diferentes tecnoloxias, para visualizar ideas e
estruturar procesos matematicos.

CA6.3. Mostrar unha actitude positiva e perseverante,
aceptando a critica razoada ao facer fronte 4s diferentes
situacions de aprendizaxe das matematicas.

OBX9. Desenvolver destrezas persoais
identificando e xestionando emocidns,
pofiendo en practica estratexias de aceptacion
do erro como parte do proceso de aprendizaxe
e adaptindose ante situaciéns de incerteza
para mellorar a perseveranza na consecucion
de obxectivos e o gozo na aprendizaxe das
matematicas.
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A Alhambra, situada en Granada, é un conxunto de palacios, xardins e fortaleza que foi declarada
Patrimonio da Humanidade en 1984. Tratase dun complexo monumental onde se aloxaba a corte
do Reino nazari, e estd dotada dunha beleza extraordinaria. Unha caracteristica innegable da
Alhambra é que foi construida con mirada xeométrica, xa que contén diversas marabillas de
caracter matematico (Fernandez, 2021). Entre estas atopase magnificamente representada unha
variada mostra de mosaicos (figura 1), que imos aproveitar para elaborar unha actividade que
permita traballar os aspectos recollidos na tdboa 1.
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Figura 1. Alguins mosaicos que se atopan na Alhambra. Fonte:

https://matematicasentumundo.es/FOTOGRAFIAS /fotografia mosaicos alhambra.htm.

Dise que un mosaico é unha composicién xeométrica que permite recubrir todo o plano sen deixar
ocos e sen solapamentos. SO exiten 17 grupos cristalograficos planos (Schwarzenberger, 1974), é
dicir 17 estruturas basicas para as infinitas decoracidons posibles con mosaicos periddicos.
Durante algiin tempo existiu un debate sobre o nimero de grupos presentes nos mosaicos da
Alhambra; finalmente a discusién pechouse cando, tras unha exhaustiva busca, se atoparon
representacions xeométricas de todos e cada un dos 17 modelos posibles (Pérez, 2004).

A elaboracion dun mosaico consiste no uso dunha tesela establecida como unidade, que é o
motivo basico que se estende para formar o mosaico mediante as transformaciéons do grupo
cristalografico correspondente. Esa tesela basica parte dun poligono simple no cal se atopa o
desefio minimo preciso para reproducir o mosaico completo; esas rexidns xeratrices poden ser
tridngulos, cuadrilateros ou hexagonos.

As teselas que se obtefien mediante transformaciéns elementais a partir deses poligonos, que logo
foron usadas para elaborar os mosaicos da Alhambra, reciben nomes alusivos 4 stia forma tales
coma 'escama’, 'paxarifia’, 'oso' ou 'peixe voador’ (figura 2).
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Figura 2. Algunhas teselas presentes na Alhambra. Fonte: Herndndez (2010).

0 uso da arte como recurso didactico contribie & adquisicién da competencia relacionada coa
conciencia e as expresions culturais, que a lei de educacién describe como unha das competencias
claveZ. Ao mesmo tempo, actividades deste estilo corroboran a importancia das matematicas de
cara a realizar unha correcta interpretacion e comprension do entorno que nos rodea. E permiten
tamén a integracion e implementaciéon das TIC para realizar un tratamento dindmico da
xeometria, que facilita a adquisicién significativa dos razoamentos empregados e favorece a
capacidade de visualizacién.

Con esas caracteristicas presentes, os obxectivos didacticos principais desta proposta poden
resumirse en:

¢ Apreciar na arte fendmenos que se poidan analizar e describir mediante a xeometria.
¢ Identificar os distintos movementos no plano.

e Aplicar translacioéns, simetrias e xiros a unha figura dada.

*  Cofiecer as caracteristicas que determinan un mosaico.

e Utilizar programas de xeometria dindmica para realizar transformaciéns xeométricas e
elaborar teselas e mosaicos.

2. Comezando a investigar con Mathigon

A actividade comeza co uso da paxina web interactiva Mathigon. Ainda que € posible que tanto o
profesorado coma o alumnado se rexistre na paxina (o cal permite asignar tarefas xa elaboradas
ou que cadaquén garde o seu traballo), tal requirimento non é necesario se non se quere engadir
unha complicacién extra debido 4 obriga de manexar axeitadamente as contas e os datos persoais
do alumnado.

Na proposta que aqui traio o uso de Mathigon non leva a ningunha producién final, serve
unicamente como punto de arranque para establecer unhas cantas hipéteses iniciais, e por tanto
non é preciso realizar previamente o rexistro na paxina.

Mathigon ofrece bastantes posibilidades, pero imos quedar co manipulador virtual Polypad3. Con
esta ferramenta resulta moi doado elaborar mosaicos, e a primeira actividade da tarefa consiste
en pedir ao alumnado que produza os seus propios mosaicos, explicando as condiciéns de non

2Recordémolas en https://educagob.educacionyfp.gob.es/curriculo/curriculo-lomloe/menu-
curriculos-basicos/ed-secundaria-obligatoria/competencias-clave.html.
3Accesible en https://es.mathigon.or



https://educagob.educacionyfp.gob.es/curriculo/curriculo-lomloe/menu-curriculos-basicos/ed-secundaria-obligatoria/competencias-clave.html
https://educagob.educacionyfp.gob.es/curriculo/curriculo-lomloe/menu-curriculos-basicos/ed-secundaria-obligatoria/competencias-clave.html
https://es.mathigon.org/polypad
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teren ocos nin superposicions.

A plataforma xa ofrece uns cantos modelos de tesela basica, coma o papaventos e o dardo de
Penrose (figura 3) ou varios pentagonos diferentes (figura 4). O alumnado tan sé ten que xirar ou
voltear cada copia da figura, para despois arrastrala co rato e colocala de forma que vaia
construindo o mosaico. E moi sinxelo e axifia todo o mundo o manexa sen problema.

Figura 3. O papaventos e o dardo de Penrose.

Figura 4. Os pentdgonos que ofrece o Polypad.

Segundo se van construindo mosaicos, tamén se pide ao alumnado que reflicta no caderno os
distintos tipos de movemento que vai aplicando (translacién, simetria, xiro). A guia do
profesorado é necesaria nese proceso para ir recomendando unha ou outra figura, de xeito que
todo o alumnado recofieza todos os tipos, e tamén para apoiar co recofiecemento de cada tipo e
das suas caracteristicas: por exemplo, que apunten o dngulo de xiro, ou tamén que hai xente 4 que
lle custa mais recofiecer as simetrias, e incluso existe quen da por obvia a translacién e non a
identifica como movemento sen axuda.

Esta parte inicial da actividade ten como obxectivo realizar un primeiro achegamento aos
movementos de forma dindmica. Como se trata de recofiecer e apuntar conceptos basicos, é
recomendable que se realice en grupos de dous ou tres estudantes, para que se xere certo debate
e as achegas individuais conflian nun primeiro feixe de hipéteses. E tamén aconsellable que unha
vez que todo o mundo produciu algins mosaicos, se prepare unha posta en comun de todo o grupo
e coa moderacion do profesorado, que se ocupara de conducila cara unha exposiciéon detallada e
exhaustiva dos tipos de movementos e as suas caracteristicas, completdndoa se fose necesario.

3. Algunhas actividades en papel

Tras ter feito unhas cantas probas co Polypad de Mathigon, ldnzase unha pregunta do tipo <<non
che chamou a atencién que entre todos pentdgonos que ofrece.. ningin sexa o pentagono
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regular?>> e pidese que se establezan conxecturas sobre se se pode teselar o plano empregando
unicamente un pentagono regular, e con que poligonos regulares é iso posible. Isto da pé a
completar un exercicio coma o da tdboa 2, para o cal se debe introducir -de non ser cofiecido con
antelacion- o procedemento de triangularizaciéon dun poligono.

Taboa 2. Un pequeno estudo sobre poligonos regulares.

Poligono regular N.2 de lados N.2 de triangulos Sum.a dos. dngulos a Valo.r do .
interiores angulo interior
i3 180¢
Trla_n,gulo 3 1 1-180° = 60°
equilatero 3
3602
Cadrado 4 2 2-180¢ o 902
Pentagono 5
Hexagono 6
Poligono de n lados n

Unha vez recollidos estes datos, é sinxelo reconducir o debate cara os mosaicos regulares, que son
aqueles formados por un unico poligono regular, facendo ver que arredor dun vértice se tefien
que xuntar un nimero enteiro de poligonos iguais, e dese xeito s6 se consegue sumar 3602 no
caso dos tridngulos, dos cadrados ou dos hexdgonos regulares.

Descricion:

Descricion:

Figura 5. Os oito mosaicos semirregulares. Fonte: Wolfram MathWorld.

Outra posibilidade existente é a dos mosaicos semirregulares, aqueles nos que se permite o uso
de varios poligonos regulares, co engadido de que en todos os vértices debe incidir a mesma
configuracién de poligonos. S6 existen oito mosaicos desta caste (figura 5), e un exercicio
interesante consiste en pofier por escrito unha listaxe das oito estruturas, para o cal se usa unha


https://mathworld.wolfram.com/SemiregularTessellation.html
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codificacién na que se indica o nimero de lados de cada poligono regular que, por orde, conflie
nun vértice. Por exemplo, o mosaico superior esquerdo da figura 5 é o (4,6,12), pois arredor de
cada vértice hai un cadrado, un hexagono regular e un dodecagono regular.

Os mosaicos regulares e os semirregulares son os mais faciles de obter, pero a clasificacién dos
mosaicos é mais extensa, e falase por exemplo de mosaicos demirregulares -formados por
poligonos regulares, pero sen a esixencia de teren igual configuraciéon arredor de todos os
vértices; hai 14 tipos (poden verse en Critchlow, 1970)-, ou tamén de mosaicos modulares -
aqueles nos que a un poligono regular se lle fai unha pequena transformacién para obter teselas
de formas diferentes-.

Son precisamente os mosaicos modulares os que aparecen espallados na Alhambra, e aos que
prestaremos atencion no apartado seguinte, e son tamén modulares os mosaicos que permitiron
ao artista Maurits Cornelius Escher (2016) xerar fermosisimas obras baseadas no seu dominio da
simetria e a xeometria.

4. Elaborando mosaicos da Alhambra con Geogebra

A estas alturas creo que xa non fai falla presentar o programa GeoGebra, cofiecido pola practica
totalidade do profesorado de Matematicas. Tomo prestadas as palabras de Agustin Carrillo (2012)
cando escribe <<GeoGebra no es solo geometria (Geo), al menos como su nombre indica también
es dlgebra (Gebra), aunque la realidad es mas, es cdlculo, es andlisis y también estadistica; en
definitiva GeoGebra supone una excelente opcién para hacer unas matemadticas dindmicas sobre
todo en los niveles educativos de Primaria, Secundaria y también Bachillerato>>. Non podo estar
mais de acordo, e na actualidade non concibo o meu labor docente sen o apoio de GeoGebra.

Este programa permite un tratamento da xeometria non s6 dindmico senén tamén accesible,
cunha curva de aprendizaxe bastante curta o alumnado xa é quen de sacarlle partido. No que toca
a este artigo, GeoGebra permite elaborar mosaicos creando a tesela basica e aplicdndolle a
continuacién translacidns, xiros e/ou simetrias, os tres movementos para os que GeoGebra
incorpora cadansua ferramenta especifica. E dada a potencia do programa, a creacién da tesela s6
encontra limites na creatividade e os cofiecementos xeométricos de cadaquén.

No ano 2020, ademais, o equipo de GeoGebra implementou a ferramenta educativa GeoGebra
Classroom*. O seu uso pode resultar de gran interese para tarefas como as que aqui explico, pois
por un lado permite ao profesorado monitorear o progreso de todos os estudantes, que se
actualiza en tempo real, e por outra banda é un cartafol no que gardar as produciéns elaboradas
polo alumnado.

Xa se fixo notar no apartado anterior que os mosaicos que decoran a Alhambra son de tipo
modular; é preciso construir inicialmente a tesela basica partindo dun poligono regular. De entre
todos os exemplares que poderiamos utilizar para os nosos obxectivos, imos construir o oso
(figura 2), que da lugar a un mosaico tan fermoso coma o da figura 6.

4Un titorial do GeoGebra Classroom pode consultarse en https: //www.geogebra.org/m/fstbrmvt.
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Figura 6. Mosaico da Alhambra formado pola tesela con forma de oso. Fonte:
https://matematicasentumundo.es/FOTOGRAFIAS /fotografia mosaicos alhambra.htm.

0 oso obtense por transformacién a partir dun cadrado. Ao alumnado ofréceselle unha guia co
resultado final aproximado que debe obter (figura 7) e un esquema dos pasos que debe seguir,
como poderia ser o seguinte:

* Constrie un cadrado e traza as suas diagonais.

*  Marca o punto medio do lado inferior do cadrado.

* Traza as dias mediatrices entre ese punto medio e os extremos que o definen.
*  Marca os catro puntos que intersecan as ditas mediatrices coas diagonais.

¢ Marca catro novos puntos que seran os simétricos dos do paso anterior respecto dos
lados do cadrado.

*  Debuxa un poligono que forme o oso.

Figura 7. O oso debe quedar tal que asi.

Unha vez obtido o motivo basico, o 0so, cdmpre modificar ao gusto de cadaquén a cor e a
opacidade do poligono que o forma, asi como ocultar -que non borrar- os elementos auxiliares: o
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cadrado orixinal, as rectas e segmentos e todos os puntos salvo os catro que definian o cadrado
(que se van utilizar como referencia na elaboracién do mosaico). Eses catro puntos e o 0so seran
0 Unico que permaneza a vista.

A actividade avanza enchendo o plano de forma progresiva con copias e mais copias do oso. Tal e
como se ve na figura 6, é preciso contar con copias en vertical e con copias en horizontal. As cores
non son importantes, e nese aspecto a min gustame conceder espazo para a creatividade do
alumnado, pero como elaboramos un oso vertical, hai que obter outro horizontal a partir del. Isto
resulta tan doado como empregar a ferramenta correspondente de GeoGebra para realizar un xiro
de 902 arredor dun dos vértices do cadrado, que para iso deixaramos desmarcados.

Unha vez contamos xa cun modelo vertical e outro horizontal, é aconsellable trocar a cor e/ou a
opacidade dun deles; de seren as mesmas, tal e como se elaborou a construcién coas explicacions
anteriores non se distinguirdn unhas teselas das outras. E ademais, buscamos un resultado
colorido, 1émbrese que estamos tomando como modelo o exquisito gusto empregado na
Alhambra.

A partir de aqui o mosaico construese realizando sucesivas translacions ou xiros. Unha ultima
cuestion da que se pode sacar partido é que o alumando conxecture e comprobe cales son os
movementos que lle permitirian completar o mosaico: as direcciéns que poderia empregar nas
translacions, os angulos e os centros a usar nos xiros e a posibilidade de empregar simetrias. Esta
pregunta poderia complementarse mostrando outros mosaicos da Alhambra e inquirindo que
sexa capaz de atopar algiin exemplo de cada caste.

Por cada mosaico existente na Alhambra temos a posibilidade de desefiar unha actividade de
corte semellante, ainda que se lle poden engadir pequenas variantes. Tras ter xa traballado tanto
os aspectos teodricos correspondentes aos movementos coma os aspectos técnicos relativos ao
GeoGebra, por exemplo pode pedirse que sexa o propio alumnado quen recofieza os pasos que
conforman a guia de elaboracién da tesela basica, ou deixando via libre para que os propios
estudantes procuren construir o mosaico empregando os movementos que se lles ocorra.

v Wy

Figura 8. O avion, tesela bdsica e mosaico da Alhambra. Fonte do mosaico:
https://matematicasentumundo.es/FOTOGRAFIAS /fotografia mosaicos alhambra.htm.

0 que eu adoito facer é mostrar unha imaxe como a da figura 8, e a partir dela proceder como
segue. Primeiro, pedindo que describan o mais detallada e rigorosamente posible cales son as
transformacions que hai que aplicar ao cadrado para obter a tesela que se cofiece coma o 'avién'.
Por suposto, pretendendo que o alumnado sexa preciso nesa resposta, atendendo 4 construciéon
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do tridngulo rectdngulo e ao xiro necesario determinando tanto o seu centro coma o seu angulo.
Segundo, convidando a elaborar o modelo do avién con GeoGebra a partir do cadrado e segundo
0s pasos que eles mesmos pormenorizaron, e terceiro e ultimo incitando a que estendan o
mosaico decidindo os movementos que precisan realizar.

5. Conclusions

0 uso das novas tecnoloxias é primordial na educacién actual, pois dado o arraigamento que tefien
na sociedade de hoxe en dia, e a importancia capital postien na vida diaria do noso alumando. E a
nosa obriga integralas na aula dunha forma axeitada, sacando partido das stias vantaxes e
ampliando as perspectivas dos estudantes respecto do seu uso, pero sempre entendéndoas coma
un medio e nunca coma un fin en si mesmo.

E innegable a predisposicién do alumnado perante o uso de ferramentas informaticas, e debe ser
aproveitada polo profesorado para beneficiar a aprendizaxe. A sia motivacién aumenta ao ver as
producions que conseguen elaborando os seus propios mosaicos; o software empregado non
supén unha traba no tocante ao seu manexo, xa que non é nada complicado de usar, e 0 que
consegue é favorecer o aumento do interese dos estudantes por este tipo de actividades.

Ademais de incrementar a sia motivacion, o uso destes programas colabora na asimilacién dos
contidos relacionados cos movementos, pois a facilidade coa que se manexan nestas aplicacions
permite construir mais mosaicos e mais rdpido do que se faria en papel. E permite tamén
introducir pequenas variaciéns sobre o xa feito de forma case inmediata, algo impensable por
escrito, o cal redunda nunha maior comprension de certos conceptos porque é moi doado pensar
como afectaria un cambio e executalo no momento.

Desa maneira a introducién de programas de xeometria dindmica coma GeoGebra ou o Polypad
de Mathigon incide no aspecto cualitativo do traballo, ampliando a gama das actividades e tarefas
posibles. Igualmente, esta proposta inclie un espazo aberto para a imaxinacién do alumnado e
contextualiza cofiecementos matematicos abstractos, facilitando asi a asimilacion dos contidos e
servindo como vehiculo para o enriquecemento persoal e creativo.
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